
ÏÈËÎÒÍÎÅ ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈÅ Ó×ÈÒÅËÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 30 íîÿáðÿ 2017 ãîäà

ÂÀÐÈÀÍÒ 1

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ äðîáè
n2 − 8n+ 17

n− 5
, n ∈ Z.

Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå f(n) =
n2 − 8n+ 17

n− 5
= n− 3+

2

n− 5
ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ïðè

n− 5 = ±1 èëè n− 5 = ±2, ò. å. ïðè n = 6, n = 4, n = 3, n = 7.

Èìååì f(3) = f(4) = −1; f(6) = f(7) = 5.

Îòâåò: −1 (ïðè n = 3 è n = 4); 5 (ïðè n = 6 è n = 7).

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

åñòü âåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ øàãîâ ðåøåíèÿ, íî èìååòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèá-

êà � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 2. (1 áàëë) Âû÷èñëèòå 10−
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Ðåøåíèå.
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Îòâåò: −2.

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 3. (1 áàëë) Âû÷èñëèòå
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√
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= 25 = 32.

Îòâåò: 32.

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.



Çàäà÷à 4. (2 áàëëà) Íå íàõîäÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ 3x2− 4x− 1 = 0, ñðàâíèòå åãî ìåíüøèé

êîðåíü ñ ÷èñëîì
√
5− 3.

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = 3x2 − 4x − 1. Ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ðàâíî −1

3
,

ïîýòîìó êîðíè ðàçíûõ çíàêîâ. Ïóñòü x1 � ýòî ìåíüøèé êîðåíü, òîãäà x1 < 0 è x2 > 0. Çàìåòèì,

÷òî
√
5 − 3 < 0, ïîýòîìó åñëè f(

√
5 − 3) > 0, òî x1 >

√
5 − 3, à èíà÷å x1 <

√
5 − 3. Ïîñêîëüêó

f(
√
5 − 3) = 3(

√
5 − 3)2 − 4(

√
5 − 3) − 1 = 3(5 − 6

√
5 + 9) − 4

√
5 + 12 − 1 = 53 − 22

√
5 =√

2809−
√
2420 > 0, ïîëó÷àåì x1 >

√
5− 3.

Îòâåò: x1 >
√
5− 3.

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

çàäà÷à ñâåäåíà ê ñðàâíåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå
√
5− 3 ñ íóë¼ì, íî èìååòñÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíàÿ îøèáêà � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 5. (2 áàëëà) Íàéäèòå âñå ÷èñëà âèäà 32a5b4, êîòîðûå êðàòíû 72.

Ðåøåíèå. ×èñëî 32a5b4 êðàòíî 72, åñëè îíî äåëèòñÿ íà 8 è íà 9. Ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè

÷èñëà íà 8 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî 5b4 äîëæíî äåëèòüñÿ íà 8, ò. å. ïîäõîäÿò b = 0, b = 4 è b = 8.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà 32a504, 32a544 è 32a584 äîëæíû äåëèòüñÿ íà 9. Ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè

íà 9 ñóììà öèôð ÷èñëà äîëæíà äåëèòüñÿ íà 9. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ÷èñëà 32a504 ïîäõîäèò

òîëüêî a = 4 ; äëÿ ÷èñëà 32a544 ïîäõîäÿò a = 0 è a = 9; äëÿ ÷èñëà 32a584 � òîëüêî a = 5.

Ïîëó÷àåì ÷èñëà 324504, 320544, 329544, 325584.

Îòâåò: 324504, 320544, 329544, 325584.

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

íàéäåíû òðè âàðèàíòà îòâåòà èç ÷åòûð¼õ � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 6. (2 áàëëà) Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
|x+ 1| − 1 >

√
|x+ 1| − 97.

Ðåøåíèå.

√
|x+ 1| − 1 >

√
|x+ 1| − 97 ⇔

{
|x+ 1| − 1 > |x+ 1| − 97;

|x+ 1| − 97 > 0
⇔ |x+ 1| > 97 ⇔

⇔

[
x+ 1 6 −97;
x+ 1 > 97

⇔

[
x 6 −98;
x > 96.

Îòâåò: (−∞;−98] ∪ [96;+∞).

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.



Çàäà÷à 7. (2 áàëëà) Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

(x− 3a)(x+ 2a+ 1) < 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ [1; 3].

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = (x − 3a)(x + 2a + 1). Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà f(x) < 0 ÿâëÿåòñÿ

èíòåðâàë (x1;x2), ãäå x1, x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 0. Íåðàâåíñòâî (x− 3a)(x+ 2a+ 1) < 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ [1; 3] ⇔ [1; 3] ⊂ (x1;x2) ⇔

{
f(1) < 0,

f(3) < 0
⇔

{
(1− 3a)(2a+ 2) < 0,

(3− 3a)(2a+ 4) < 0.

Îòñþäà íàõîäèì a ∈ (−∞;−2) ∪ (1;+∞).

Îòâåò: (−∞;−2) ∪ (1;+∞).

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

ïðèñóòñòâóþò âñå øàãè ðåøåíèÿ, íî èìååòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 8. (2 áàëëà) Àõèëëåñ äîãîíÿë ÷åðåïàõó, è êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñîêðà-

òèëîñü â 19 ðàç è ñîñòàâèëî 6 ì, ÷åðåïàõà îñòàíîâèëàñü. Êàêîé ïóòü ñ ìîìåíòà íà÷àëà ïîãîíè

ïðîäåëàëà ÷åðåïàõà, åñëè å¼ ñêîðîñòü â 37 ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè Àõèëëåñà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü v � ñêîðîñòü ÷åðåïàõè, òîãäà 37v � ñêîðîñòü Àõèëëåñà. Èç óñëîâèÿ ñëå-

äóåò, ÷òî èçíà÷àëüíî ðàññòîÿíèå ìåæäó Àõèëëåñîì è ÷åðåïàõîé áûëî 19 · 6 = 114 ì. Ïóñòü t �

âðåìÿ ïîãîíè Àõèëëåñà çà ÷åðåïàõîé. Òîãäà t =
114− 6

37v − v
=

3

v
. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåïàõà çà âðåìÿ

ïîãîíè ïðîïîëçëà S = t · v =
3

v
· v = 3 ì.

Îòâåò: 3 ì.

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 9. (2 áàëëà) Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå 4 sinx+ 5 cosx = a2

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà. Èìååì

4 sinx+ 5 cosx =
√
41 · sin(x+ ϕ),

ãäå ϕ = arccos 4√
41
. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè

a2 6
√
41 ⇔ a ∈ [− 4

√
41; 4
√
41].

Îòâåò: [− 4
√
41; 4
√
41].

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.



Çàäà÷à 10. (2 áàëëà) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äåñÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ

ðàâíà 3?

Ðåøåíèå. Cóììà öèôð äåñÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 3 â òð¼õ ñëó÷àÿõ:

1) Â çàïèñè îäíà 3 è îñòàëüíûå 0. Òàêîå ÷èñëî åäèíñòâåííî � 3000000000.

2) Â çàïèñè îäíà 2, îäíà öèôðà 1 è îñòàëüíûå 0. Åñëè 2 ñòîèò íà ïåðâîé ïîçèöèè, à 1 ìîæåò

ñòîÿòü íà îñòàëüíûõ 9 ïîçèöèÿõ � òàêèõ ÷èñåë 9. Àíàëîãè÷íî, 9 ÷èñåë, â êîòîðûõ 1 ñòîèò íà

ïåðâîé ïîçèöèè, à 2 íà îñòàëüíûõ 9 ïîçèöèÿõ.

3) Â çàïèñè ÷èñëà òðè 1 è îñòàëüíûå 0. Îäíà 1 ñòîèò íà ïåðâîé ïîçèöèè, ó âòîðîé åäèíè-

öû � 9 âàðèàíòîâ, à ó òðåòüåé � 8 âàðèàíòîâ. Íî ïîñêîëüêó äâå åäèíèöû îäèíàêîâû, âñå ÷èñëà

ìû ïîñ÷èòàëè 2 ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
9 · 8
2

= 36 âàðèàíòîâ.

Èòîãî ïîëó÷àåì 1 + 9 + 9 + 36 = 55 âàðèàíòîâ.

Îòâåò: 55.

Êðèòåðèè:

âåðíîå ðåøåíèå � 2 áàëëà;

ïðèñóòñòâóþò âñå øàãè ðåøåíèÿ, íî èìååòñÿ îøèáêà â ïîäñ÷¼òå êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ

â îäíîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåãî ÷èñëà � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 11. (1 áàëë) Ñôîðìóëèðóéòå ñâîéñòâà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

1) Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû.

2) Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñà, ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ ìå-

äèàíîé è âûñîòîé.

Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è

áèññåêòðèñîé.

Ìåäèàíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé è

áèññåêòðèñîé.

Êðèòåðèè:

ïðèâåäåíû îáà îñíîâíûõ ñâîéñòâà (ðàâåíñòâî óãëîâ, ñîâïàäåíèå ìåäèàíû, áèññåêòðèñû è

âûñîòû) � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.

Çàäà÷à 12. (2 áàëëà) Íàéäèòå âñå îøèáêè â ïðåäëîæåííîì ðåøåíèè çàäà÷è è ïðèâåäèòå

âåðíîå ðåøåíèå (ñ îòâåòîì). Îøèáêè ìîæíî èñïðàâëÿòü íà ýòîì ëèñòå, îáâåäÿ íóæíûé ôðàã-

ìåíò ðåøåíèÿ è ïðîêîììåíòèðîâàâ, â ÷¼ì èìåííî çàêëþ÷àåòñÿ îøèáêà.

¾Çàäà÷à. Äâå ïàðàëëåëüíûå õîðäû îêðóæíîñòè, ðàäèóñ

êîòîðîé ðàâåí 25, èìåþò äëèíû 14 è 40. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ýòèìè õîðäàìè.

Ðåøåíèå. Â çàäà÷å âîçìîæíû äâà ðàñïîëîæåíèÿ õîðäû

AD (øòðèõîâîé ëèíèåé A′D′ îáîçíà÷åí âòîðîé ñëó÷àé). Ïî-

ñêîëüêó äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå, äåëèò ýòó õîðäó

ïîïîëàì, ïîëó÷àåì BF = FC = 7, à AE = ED = 20.



Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ïèôàãîðà:

1) èç 4BOF íàõîäèì OF =
√
252 − 72 =

√
676 = 24,

2) èç 4AOE íàõîäèì OE =
√
252 − 202 =

√
225 = 15.

Îòñþäà äëèíà èñêîìîãî îòðåçêà â ïåðâîì ñëó÷àå EF = OE + OF = 39. Äëèíà îòðåçêà

E ′F = OF −OE ′ = 24− 15 = 9.

Îòâåò: 49 è 9.¿

Êðèòåðèè:

íàéäåíà îøèáêà â òåîðåìå Ïèôàãîðà, ïðèâåäåíî âåðíîå ðåøåíèå çàäà÷è � 2 áàëëà;

íàéäåíà îøèáêà â òåîðåìå Ïèôàãîðà, îäíà èç êîíôèãóðàöèé ðàññìîòðåíà è äîâåäåíà äî

âåðíîãî îòâåòà � 1 áàëë;

èíà÷å � 0 áàëëîâ.


